Capítulo VII
Codificación Para Control de Errores
La codificación de bloques puede ser escalar o vectorial, trataremos la escalar pero sus principios son aplicables a la vectorial.

En un codificador de bloques escalar se agrupan K dígitos de información y se le añaden r dígitos de paridad que dependen de los anteriores de acuerdo a cierta regla de codificación. Esto se realiza en forma sucesiva.
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El código se denota (n, k) y la eficiencia de codificación se define por:


[image: image270.wmf]1

0

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

1

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0


Entre mayor menor es la capacidad para detectar y corregir errores.

El decodificador opera sobre la palabra recibida (n estimada, 
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ˆ

) y determina si los bits de información y de paridad satisfacen las reglas de codificación; en caso de discrepancia detecta y corrige los errores.

Los codificadores de bloques más usados son aquellos en que los bits de paridad de datos están dados por una suma ponderada modulo dos de los bits de datos (códigos lineales) y los bits de paridad aparecen después de los bits de datos (códigos sistemáticos).

El caso más simple de un código escalar es el que tiene un solo bit de paridad, aquí el bit puede detectar la presencia de errores nones, pero no localizarlos y, en consecuencia, no corregirlos. En una secuencia de k dígitos el bit de paridad completa a par el número de unos (paridad par) o a un número non (paridad impar).

Así para el código de bloque (7, 6):
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k = 6

Si escogemos paridad par:
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Si escogemos paridad impar:
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Este esquema es sistemático y lineal, el bit adicional es la suma modulo 2 de los anteriores. 

En paridad par:
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y el negado en paridad impar.

Principios de funcionamiento.

Consideremos bloques de entrada de k bits:
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Cada bloque forma un vector o palabra:
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Y a la salida se tiene la palabra:
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Para un código sistemático:






[image: image10.wmf]k

k

d

C

d

C

=

=

.

.

.

1

1


Y si es lineal, los bits de paridad están dados por:
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Donde: 
r = n – k 
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La elección de los 
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 determina el tipo de código.

Matricialmente:
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con sumas mod 2



    1 x n

     k x n


  1 x k

a la matriz G se le llama matriz generadora del código.

G = [ Ik  P]

Ik = Porque los primeros k bits coinciden con los de datos.




P  = Formada por el arreglo de los 
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 transpuestos.


Veamos por ejemplo, un código (7, 3) cuya matriz p es:
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P es de orden 3 x 4  
entonces n =7 , k =3 y existen 4 bits de paridad, su matriz generadora es:
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Si 
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf])
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y sucesivamente:
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	1
	000
	0000000

	2
	001
	0011111

	3
	010
	0100110

	4
	011
	0111001

	5
	100
	1001100

	6
	101
	1010011

	7
	110
	1101010

	8
	111
	1110101


Los bits de paridad están dados como:
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Supongamos que se recibe: 0 0 0 0 1 1 0,la palabra más cercana es 3, cada vector C difiere de cualquier de cualquier otro en al menos tres posiciones, en consecuencia cualquier vector con un error es corregible puesto que la palabra recibida seguirá estando más próxima a la correcta. La diferencia entre el mínimo número de posiciones de dos vectores codificados cualesquiera, se llama distancia de Hamming. Para que sean corregibles ‘t’ errores, la distancia de hamming (d) debe de ser:
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En este caso 
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puede corregir un solo error.

El procedimiento de corrección de errores más simple es el comparar la palabra codificada recibida, con una tabla de palabras codificadas y seleccionar la más cercana; sin embargo el número de comparaciones crece exponencialmente con k, por lo que no es apropiado para códigos grandes. Afortunadamente las relaciones algebraicas de los códigos proporcionan otros métodos más eficientes.

El siguiente método es aplicable a los códigos correctores de errores simples, pero su principio de aplica a otros mayores.

A la matriz:


  H = [PT  Ir]



r x n    r x k

se le llama matriz de comprobación de paridad. Es fácil verificar que :



       1 x n
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n x r

Sea 
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el vector recibido en lugar de 
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donde 
[image: image36.wmf]e

es un vector de n bits formado por unos cuando hay un error y ceros cuando no hay un error.
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a 
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 se le llama vector síndrome, esta formado por:
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e indica el renglón i-ésimo de la matriz H transpuesta (
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) donde está el error.

Por ejemplo, supongamos que se envía 
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El vector 
[image: image45.wmf]s

 corresponde al cuarto renglón de 
[image: image46.wmf]T

H

, por lo tanto el error se encuentra en el 4° bit.

Se observa que para que funcione este método, H debe de tener las primeras k columnas definidas en forma única, y deben diferir de las r siguiente columnas que conforman la submatriz identidad y tampoco deben de estar compuestas por ceros.

Se debe cumplir entonces que para corregir un error:
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¿Un código (15,11) puede corregir un error?

k= 11

r= 4

[image: image48.wmf])

5

(

2

4

-



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]11
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Si puede corregir un error.

En general, un código (n, k) puede corregir t errores si:
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por ejemplo, determinar cuantos errores pude corregir un código (10, 4)

n= 10

k= 4
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[image: image57.wmf]\

se puede corregir hasta t = 2, por lo que puede corregir 2 errores.

Ejemplo.


Considere un código binario con tres dígitos de mensaje y tres de paridad, estos últimos están dados por:
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a) ¿Cuántas palabras codificadas hay en el código?

b) Encontrar la palabra codificada que comienza con 110...

c) La palabra recibida 010111 contiene un error. Decodificarla usando la matriz de comprobación de paridad.


Solución.

a) 23 = 8 palabras codificadas.

b) Primer método:
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la palabra codificada es:






110011


Segundo método:
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 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf])
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c)    
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El error está en el quinto bit. La palabra correcta es:
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7.1 Códigos cíclicos.

Un código cíclico es aquel que dado un vector codificado 
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 los otros vectores son desplazamientos cíclicos de este como: 
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,etc., a excepción de los vectores formados únicamente por  0’s o 1’s. La matriz generadora G se obtiene a partir de un polinomio llamado también generador.
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de coeficientes 1’s o 0’s.

Para obtener la matriz G a partir de polinomio generador se procede de la siguiente manera:

1. Se escribe en el renglón k-ésimo los coeficientes de 
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2. al renglón k-1, corresponden los coeficientes de 
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 si el coeficiente de 
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3. Al renglón k-2, corresponden los coeficientes de 
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si el coeficiente de 
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 si el coeficiente de 
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4. Así sucesivamente.

Ejemplo.


Consideremos al código (7, 3) de polinomio generador 
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Solución.

3er renglón :
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2do renglón :
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1er renglón:
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Entonces:
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Para un código (7, k) los posibles polinomios generadores son factores de 
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Sumas mod 2

Dos polinomios generadores de un código (7, 3) son:
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Considerando el valor de 
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 de datos como un polinomio de grado k-1 o menor:
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donde:   
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Se establece la operación:
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Donde 
[image: image110.wmf]rem

 indica remanente o residuo , r(x) representa el vector de bits de paridad.

La operación anterior establece un procedimiento para obtener la palabra codificada sin usar la matriz generadora. Se construye con registros de corrimiento y opera más rápidamente que utilizando la  matriz generadora.






El polinomio generador es:
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Por ejemplo, para el código analizado:
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; sea 
[image: image113.wmf]d

= (0, 1, 1) entonces:
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[image: image117.wmf]\


los bits de paridad son: (1, 0, 0, 1) y


el vector codificado es: (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1)
Ejemplo.


Para un código (6, 2) y el polinomio generador 
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a) Obtener su matriz generadora.

b) Usando el método de remanentes, determinar las palabras codificadas de 01 y 11.


Solución.

a) 
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2° renglón
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b) 
[image: image127.wmf])

1

,

0

(

=

d

   
[image: image128.wmf]1

)

(

=

x

d

;

[image: image129.wmf]1

)

1

(

)

(

2

4

4

+

+

=

x

x

x

rem

x

r





[image: image130.wmf]1

1

0

1

1

3

3

4

4

3

4

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

 

[image: image131.wmf])

1

,

0

,

0

,

1

,

1

,

0

(

)

1

,

0

,

0

,

1

(

1

)

(

3

=

\

=

Þ

+

=

\

c

r

x

x

r



[image: image132.wmf])
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Tipos de códigos.

· Código de Hamming.

Estos códigos tienen la estructura:
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donde:

 m = 2, 3,...



	m
	(n, k)

	2
	(3, 1)

	3
	(7, 4)

	4
	(15, 11)

	5
	(31, 26)


La matriz de comprobación de paridad H tiene m renglones y 
[image: image138.wmf]1
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 columnas de manera que en estas últimas todos los posibles vectores de m bits, excepto el vector 0. Así en un código de Hamming (7, 4) las columnas están formadas por:
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ordenadas de tal manera que sea un código sistemático.

· Códigos Hadamard

Estos códigos se obtienen seleccionando como palabras codificadas los renglones de una matriz de Hadamard. Una matriz de Hadamard es una matriz cuadrada de orden n formada por 1’s y 0’s con la propiedad de que en dos renglones cualesquiera difieren exactamente en n/2 posiciones.

Por ejemplo:
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Forman un código de 4 palabras.

Las de orden superior se generan como:
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Del ejemplo:
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[image: image143.wmf]=
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· Códigos Golay

Es un código lineal (23, 12) con dmin= 7 y el Golay extendido (24, 12)es de dmin= 8. Se tiene que su polinomio generador es:


[image: image144.wmf]1

5

6

7

9

11

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x


· Códigos BSH (Bose-Chaudhuri-Hocquengherm)

Son códigos con parámetros:
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donde m y t son dos naturales cualesquiera. Los polinomios generadores son factores de:
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estos códigos se diseñan para decodificadores más rápidos.

En códigos no esclares el más utilizado es el de Reed-Salomon que es una clase de BCH.

7.2 Códigos especiales.

Código de Hamming.

Se llama código de Hamming de longitud 2r – 1 a un código de longitud n = 2r – 1, y cuya matriz de paridad H consiste en filas no nulas donde r es un entero.

Así, un posible código de Hamming de longitud 7, r = 3 ,es:

HT =   
[image: image148.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

1

0

0

0

1

0

0

0

1

1

1

0

1

0

1

0

1

1

1

1

1




Se tienen 16 palabras que se pueden codificar y se corrige un error, esto último ya que :

2r – (r + 1) ( k

Se cumple:

2r – (r + 1) = 4

   k = 4

Se puede formar la matriz generadora:

   G = 
[image: image149.wmf]ú
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Y se cumple que GHT = 
[image: image150.wmf]0

 (para todo código):

GHT = 
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Código extendido.
Sea C un código lineal de longitud n. El código C* de longitud n+1  se obtiene añadiendo un dígito a cada palabra codificada, a C* se le llama código extendido de C.

Si la matriz generadora de C es G de orden k x n, el código extendido C* es de orden k x(n+1), y la matriz generadora es:

G* = [G , b]

Donde la columna b se diseña tal que el número de unos en cedas renglón es par. Otra forma de obtener C* es por la matriz de paridad H* del código extendido: 
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Donde j es la matriz columna formada por unos.

Por ejemplo, sea el código lineal (5,3):


G = 
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entonces 
(
HT =  
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por lo que puede corregir cero errores.
Un código extendido es:

G* = 
[image: image155.wmf]ú
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entonces 
(
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O bien:


Se cumple que:
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Ya no es un código sistemático.
Con 
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Código Golay extendido.

Este código fue diseñado y utilizado en comunicaciones satelitales a inicios de los 80’s.

Sea P la matriz de orden 12 x 12:


P = 
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Los renglones se va recorriendo.

Sea G la matriz generadora de 12 x 24, donde G = [I , P]. El código lineal que tiene a G como matriz generadora se llama extendido de Golay, se denota como C24.

Se observa que P, es la matriz de orden 11 x 11 que se obtiene de P omitiendo los últimos renglón y columna, y tiene una estructura cíclica, que se va recorriendo un dígito a la izquierda. Se tiene que:

P = 
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Donde j es la matriz renglón formado por unos 1’s).

Como k=12, se tienen 212 palabras posibles de codificar. Una matriz de paridad es [P , I], otra es [I , P].

C24 es un código corrector de 3 errores, su distancia de Hamming en 8, se cumple que:

d ( 2t + 1

H* = 
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Donde: 
n = k+r


H será de 24 x 12 

Sea w la palabra recibida, v la palabra codificada más cercana a w, u es el patrón de errores, ei la palabra de longitud 12 formada por ceros excepto un 1 en la posición i. Se denota wt(u) al peso de errores y se mide contando el número de unos.

Algoritmo de codificación.

1) Calcular el síndrome s =wHT.

2) Si wt(s) ( 3 entonces u = [s,o].

3) Si wt(s+pi) ( 2 para algún renglón pi de P, entonces u = [s+pi ,ei].

4) Calcular el segundo síndrome sP.

5) Si wt(sP) ( 3 entonces u =[o, sP].

6) Si wt(sP+pi) ( 2 para algún renglón pi de P entonces u = [ei, sP+pi] .

7) Si u no está aun determinado, entonces se pide retransmisión.

Ejemplo.


Decodificar las siguientes palabras recibidas:

a. w = (1011 1110 1111 0100 1001 0010)

b. w = (0010 0100 1101 1010 0010 1000)

c. w = (0001 1100 0111 0110 1101 0000)


Solución.
Código Golay.

Es un código reductor de hasta tres errores, que se obtiene eliminando un digito de C24 , de hecho el último dígito. Sea 
[image: image165.wmf]P

ˆ

la matriz que se obtiene eliminando la última columna y sea G una matriz de orden 12 x 23, G = [I12 , 
[image: image166.wmf]P

ˆ

], el código es llamado  de Golay. En este código n =23, k =12 y contiene 212 palabras codificadas.

Algoritmo de codificación.
1. Se forma w0 ó w1, la que tenga peso non.

2. Decodificar wi usando el algoritmo C24.

3. Eliminar el último dígito de C.

Ejemplo.


Sea w = (0010 0100 1001 1111 1110 000). Decodificarla si esta en un código Golay.


Solución.
Código Reed - Muller.

El código Reed – Muller de orden r y longitud 2m se denota RM(r, m) donde 0(r(m. Se define recursivamente como:

1. RM(0, m)= {00...0, 1...1}, RM(m, m)= 
[image: image167.wmf]m

k

2

;  
[image: image168.wmf]n

k

= Conjunto de dígitos binarios de longitud n.
2. RM(r, m)= {(x, x+y)| x 
[image: image169.wmf]e

RM(r, m-1), y 
[image: image170.wmf]e

RM(r-1, m-1)}, 0(r(m.

De esta forma RM(m, m) son todas las palabras de longitud 2m y RM(0, m) contiene a palabras de todos ceros o todos unos. Así:


RM(0, 0)= {0, 1}

Si es de longitud 1 (orden de m=0)


RM(0, 1)= {00, 11}

Longitud 2


RM(1, 1)= 
[image: image171.wmf]2

k

= {00, 01, 10, 11}
Dígitos binarios, longitud=2


RM(0, 2)= {0000, 1111}

Forzo que R=0, conjuntos de 4 bits


RM(2, 2)= 
[image: image172.wmf]4

k


RM(1, 2)= {(x, x+y)| x 
[image: image173.wmf]e

{00, 01, 10, 11}, y 
[image: image174.wmf]e

{00, 11}}

La matriz generadora se construye exclusivamente como:

G(r, m= 
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donde   0 < r < m.

Para r =0 se define G(0, m) = [1 1 ...1]

Para r =m se define G(m, m) = 
[image: image176.wmf]ú
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Así las matrices generadoras de RM(0, 1) y RM (1, 1) son:

G(0, 1) = (1, 1)
y
G(1, 1) = 
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Si m =2, la longitud es 4=22 y para r =1, 2  se tiene:

G(1, 2) = 
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G(1, 2) = 
[image: image179.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

0001

)

2

,

1

(

G


G(1, 2) = 
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G(2, 2) = 
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Para m =3

G(0, 3) = (11 11 11 11)


G(3, 3) = 
[image: image182.wmf]ú
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G(1, 3) = 
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G(2, 3) = 
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Y de esta forma:



G(1, 3) = 
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Observe que no es de la forma G = [Ik /P]. 

La distancia de Hamming es de  d =2m-r. 

El código RM(m-2, m) tiene distancia 4 y longitud 2m, por lo tanto es un código de Hamming extendido.

Nuevamente existe un método rápido de decodificación.

Antes de decodificar, se define el producto de Kronecker como AxB = [aij B], esto es cada componente de la matriz resultante es la matriz  aij B.

Por ejemplo, si H = 
[image: image186.wmf]ú
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[image: image188.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

1

0

0

1

, entonces:

M x H = 
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I2 x H = 
[image: image190.wmf]ú
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H x I2 = 
[image: image191.wmf]ú
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Ahora sean las matrices:


[image: image192.wmf]i

m

H

 = I2 m-i x Hx I2 i-1
Para i= 1, 2, …m, donde H es de la forma del ejemplo anterior.

Así para m =2:

i =1




[image: image193.wmf]1

2

H


= I2 x H x I1 = I2 x H




[image: image194.wmf]2

2

H


= I1 x H x I2 = H x I2
Para m =3:




[image: image195.wmf]1

3

H


= I4 x H x I1 
= 
[image: image196.wmf]ú
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[image: image197.wmf]2

3

H


= I2 x H x I2 
= 
[image: image198.wmf]ú
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nota: El producto de Kronecker es asociativo.


[image: image199.wmf]3
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H


= H x I4 
= 
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

1


Algoritmo de decodificación.

Supongamos que recibe w y G(1, m) en la matriz generadora de R(1, m):

1. Sustituir a 0 por –1 en w para formar  
[image: image201.wmf]w

.
2. Calcular w1= 
[image: image202.wmf]w

x
[image: image203.wmf]1

m

H

 y wi = wi-1 
[image: image204.wmf]i

m

H

 para i=2,3,...,m.
3. Encontrar la posición j de la mayor componente (en valor absoluto) de wm.

Sea v(j) ( km la representación binaria dj (en PCM) inicia en posición 0.

Entonces si jTH componente de wm es positivo, el posible mensaje es (1, v(j)) y si la componente es negativa el posible mensaje es (0, v(j)).

Por ejemplo, sea m=3 y G(1,3) la matriz generadora de RM(1,3) y sea w= [1 0 1 0 1 0 1 1] el mensaje recibido, entonces:

1. 
[image: image205.wmf]w

= (1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, 1)se calculan
2. w1 = 
[image: image206.wmf]w



 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]1

3

H

 = (0, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0)

w2 = w1 
[image: image208.wmf]2

3

H

 = (0, 4, 0, 0, 2, 2, -2, 2)

w3 = w2 
[image: image209.wmf]3

3

H

 = (2, 6, -2, 2, -2, 2, 2, -2)

La mayor componente de ws es 6 y esta en la posición 1.

Como v(1)=100 y 6>0, entonces el mensaje es (1, 1, 0, 0)

G Codificado en PCM

La mayor componente de w3 es 6 y esta en la posición 1. Como v(1) = 100y 6>0, entonces el mensaje es (1 1 0 0).

Sea w = (1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) entonces 
[image: image210.wmf]w

= (1, –1, -1, -1, 1, 1, 1, 1)

            w1 = 
[image: image211.wmf]w



 EMBED Equation.3  [image: image212.wmf]1

3

H

 = (0, 2, -2, 0, 2, 0, 2, 0)

w2 = w1 
[image: image213.wmf]2

3

H

 = (-2, 2, 2, 2, 4, 0, 0, 0)

w3 = w2 
[image: image214.wmf]3

3

H

 = (2, 2, 2, 2, -6, 2, 2, 2)

La mayor componente en G en posición 4, v(4) = 001 y el mensaje es (0, 0, 0, 1)

7.3 Códigos basados en G.F (Galois).

Campos finitos.

Se dice que d(x) es un divisor o factor de f(x si f(x) = g(x)d(x). De estos, 1 y f(x) son siempre divisores de f(x), son llamados triviales.

Un polinomio f(x) ( k(x), se dice irreducible sobre k si no tiene divisores propios en k(x), de otra forma se dice reducible o factorizable sobre k.

Así por ejemplo los polinomios x y x+1 son irreducibles por definición, 1+x+x2 es tambien irreducible. En cambio x2, 1+x2, x+x2 son reducibles, ya que:

x2,  x+x2  
tiene a x como divisor 

1+x2  
      
tiene a 1+x como divisor

En general, 1+x es factor de f(x) si y sólo si uno es raíz de f(x), esto es:

F(1)=0

Así para 
f(x)= 1+x2




f(1)= 1+1 = 0




[image: image215.wmf]\


x es factor de g(x), si y(0)= 0

Así tambien, para 

f(x)= 1+x+x2+x3 





f(1)= 1+1+1+1 = 0




[image: image216.wmf]\


x+1 es factor de f(x)

Se cumple que 

(1+x)3 = (1+x)( 1+x2)



Y para

g(x)= 1+x+x3




g(0)= 1





g(1)= 1



[image: image217.wmf]\


No tiene factores lineales y por ser de 3er grado entonces es irreducible.

Un polinomio irreducible sobre k de grado n, n>0, se dice primitivo si no es divisor de 1+xm para cualquier m<2n-1. Cualquier  polinomio irreducible de grado n siempre divide a 1+xm cuando m = 2n-1.

Por ejemplo, como 1+x+x2 no es un factor de 1+xm para m<3 =22-1, es un primitivo.

En cambio 1+x5 =(1+x)( 1+x+x2+x3+x4 ) y ( 1+x+x2+x3+x4 ) es irreducible pero 5<15= 24-1 y así 1+x+x2+x3+x4  no es primitivo.

Se dice que f(x) módulo h(x) es r(x) si r(x) es el residuo cuando f(x) se divide por h(x), se denota r(x)= f(x)modh(x).

Por ejemplo, sea h(x) = 1+x5 y f(x) =1+x4+x9+x11 
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Al multiplicar polinomios, se requiere que sea cerrada; entonces se debe definir la multiplicación es kn módulo un polinomio, irreducible de grado n. Esto forma un campo de Galois GF(2r) donde r es el número de bits.

Sea por ejemplo la multiplicación en k4 usando el polinomio irreducible h(x) = 1+x+x4 . El producto (1101)(0101) es :


(1101)(0101)

( 1+x+x3 )( x+x3 )

Como  ( 1+x+x3 )( x+x3 ) = x+x2+x3+x6 


x = ( x+x2+x3+x6 ) mod (1+x+x4)

Entonces:


(1101)(0101) = (0100)
 x (es el residuo de la división)

Por ejemplo construyendo un GF(23) usando el polinomio primitivo.


h(x) = 1+x+x3 
para definir la multiplicación.

Palabra



Polinomio


Xi mod n
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Ahora calculamos el producto (110)(001)                        (1+x)(x2) modulo h(x)=x3+x+1

Ahora 1+x ( x3

                     x2 ( x2
,x5 mod h(x)


   ( (x2 + x + 1)  ( (111)

Así (110)(001) = (111)

Sea la palabra ( ( kn, se establece (i xi mod h(x), se le llama a ( elemento primitivo, donde (m ( 1 para m<2n-1.

Ejemplo.


Construir GF(24) usando el polinomio primitivo h(x) = 1+x+x4.


Solución.
Palabra 

Polinomio
Potencia 
Palabra 
Polinomio
Potencia





de (




  de (
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Un elemento ( de GF (2r) se dice raíz de p(x) si y sólo si p(α)=0.

Ejemplo.


Sea el polinomio p(x) = 1+ x3 + x4  para el ejemplo anterior p(() = 1+ (3+(4  p(() = 1000 + 0001 + 1100 = 0101 = (9.


Solución.
( no es raíz de p(x), sin embargo:


p((7)=1 + (21 + (23 = 1 + (6 + (13 = 1000 + 0011 + 1011 = 000 = 0


(21 = (6 * (15 = 1 * (6
Para cualquier elemento α de GF(2r) se define el mínimo polinomio de α como el polinomio en k(x) de menor grado tiene a α como raíz, se denota mα(x). Tiene características:

1. mα(x) es irreducible sobre k

2. si f(x) es cualquier polinomio sobre k tal que f(α)=0 entonces mα(x) es un factor de f(x).

3. El polinomio mínimo es único.

Obtener el mínimo polinomio de α, α ε GF(2r) se reduce a obtener una combinación lineal de los vectores  {1, α , α 2, ..., α r} que suman cero.

Ejemplo.


Obtener el polinomio mínimo de α = β2, α ε GF(24) usando h(x) = 1 + x +x4

Solución.

Sea 

mα(x) = m3(x) 
= a0 + a1x + a2x2 +a3x3 + a4x4 



mα(α) = 0 
= a0 + a1α+ a2α2 +a3α3 + a4α 4




= a0β0 + a1β3 + a2β6 +a3β9 + a4β12
Así :


0000 = a0(1000) + a1(0001) + a2(0011) +a3x(0101) + a4(1111)

Resolviendo:


a0 =a1 =a2 =a3 =a4 =1


m3(x) = 1 + x + x2 +x3 + x4

Así se tiene:


Elemento GF(24)

Polinomio mínimo
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Códigos cíclicos de Hamming.

La matriz de paridad de un código de Hamming de longitud n = 2r – 1, es de la forma:

H= 
[image: image229.wmf]ú
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Por ejemplo, sea r = 3 y con P(x) = 1 +x +x3 construir GF(23), donde (           010 es elemento primitivo, entonces:

HT = 
[image: image230.wmf]ú
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Un polinomio primitivo de grado r es el polinomio generador de jun código de hamming de longitud 22r-1 . En el ejemplo anterior p(x) = mα(x)
Para decodificar si w(x) es recibida, w(x) =c(x)+e(x) donde w(() =e(() =(j, por lo que e(x)= xj y c(x) =w(x) +xj .

Para el ejemplo anterior, supongamos que se recibe w(x) =1+x2 +x3+x6 , entonces:


w(() 
= 1+(2 +(3 +(3 




= 100 + 001 + 110 + 101




= 110 = (3
y e(x) = x3, por lo que:


f(x) 
= w(x) + x3 = 1+ x2 + x6 

Códigos BCH.

Los códigos Bose-Chaudhuri-Hocquenghan son una clase importante de códigos porque la decodificación es simple y son baratos.

Para cualquier entero r y t tales que t 
[image: image232.wmf]£

 2r-1-1 existe un código BCH de longitud n = 2r-1 que corrige t errores y tiene dimensión k 
[image: image233.wmf]³

 n-r*t (la dimensión lineal del subespacio c de kn).

Un  código BCH corrector de dos errores de longitud lineal cíclico que es generado por:

g(x) = 
[image: image234.wmf])
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donde ( es el elemento primitivo de GF (2r) y 4
[image: image235.wmf]£

r . Como n = 2r-1 y g(x) divide a 1+xn, entonces g(x) es el polinomio generador.

Por ejemplo , sea ( el elemento primitivo de GF(24) construido con p(x)= 1 +x +x4 , entonces:
m1(x) = 1 +x +x4 , m3(x) = 1 +x +x2 +x3 +x4 

Como ya se vio:


g(x) 
= m1(x)*m3(x)


g(x)
= 1 +x4 +x6 +x7 +x8 
es el polinomio generador.

Ahora para 2 errores y  g(x) = m1(x)*m3(x) HT es de la forma:

HT = 
[image: image236.wmf]ú
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Para este ejemplo HT es de 15 x 8.

HT = 
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Supongamos que se recibe la palabra w w(x)el síndrome de w es:

wHT =[w(() + w((3)] = [s1 , s3]

donde s1 , s3 son de longitud r.

Si no hay errores en la transmisión, el síndrome es wHT = 0, así que s1 = s3 = 0. Si ocurre sólo un error, este será e(x) = xi y

wHT = eHT = [e(() , e((3)] = [(i , (3i] = [s1 , s3]

donde 
[image: image239.wmf]3
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Si ocurren dos errores en la transmisión, en las posiciones i, j donde i(j, entonces :


e(x)
= xi + xj y


wHT 
= eHT = [e(() + e((3)] = [s1 , s3] = [(i +(j ,(3i + (3j]

Del sistema de ecuaciones que se forma:





(i +(j 
= s1




(3i + (3j     = s3 

y se obtiene (i ,(j , como las raíces de la ecuación cuadrática:

x2 + ((i +(j)x + (i+j = 0

y de las raíces de:

x2 + s1x + (
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) = 0

Por ejemplo, sea w la palabra recibida con síndrome w(() = s1 = 0111 y w((3)= s3 = 1010.

De la tabla s1         (11 y s3          (8 , entonces:
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Se forma el polinomio x2 + (11x + (2 = 0, las raíces son (4 y (13 ( estas se obtienen probando (6 , (1 , (2,...).

Errores en las posiciones 4 y 13, e(x) = x4 + x13, y el patrón de error es 0000 1 0000 0000 10
Algoritmo de decodificación.

Para código BCH y 2 errores con polinomio generador m1(x)*m3(x):

1. Calcular wH = [s1 , s3] = [w(() + w((3)]

2. Si  s1= s3= 0, concluir que no hay errores. Se decodifica c=w.

3. Si s1= 0 y s1( 0 se pide retransmisión.

4. Si 
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= s3  hay un error en la posición i, donde s1= (i. 

5. Formar la ecuación cuadrática x2 + s1x + (
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) = 0 y obtener las raices.

6. Si la ecuación tiene dos raíces distintas (i y (j , los errores estan en las posiciones i y j.

7. Si la ecuación no tiene raíces distintas en GF (2r), se concluye que hay al menos tres errores.

Ejemplo.


Con el ejemplo la matriz HT y el polinomio generador mencionado, obtener el patrón de errores. Asumir que w es recibida y el síndrome wHT= 01111010 ( [(11 , (8]


Solución.
1) Ya

2) No

3) No

4) 
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, del ejemplo anterior, raíces 
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6) Los errores en las posiciones 4 y 13, el patrón de errores es:
u = 000010000000010

Ejemplo.


Asumir que wHT= [w(() + w((3)]= [(3 , (9], obtener el patrón de errores. 


Solución.
1) ya

2) No

3) No

4) 
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 Un error en la posición 3,el patrón de errores es:


u = 000100000000000

Ejemplo.


Asumir que w= 1101 1110 1011 000 se recibe. Obtener el vector transmitido.


Solución.
1) wHT= 0111 0110
[(11 , (5] = [s1 , s3]

2) No

3) No

4) 
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0101 + 1101 = 1000 
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, se tiene
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Se prueban
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Una raíz es 
[image: image257.wmf]7

b

. Como 
[image: image258.wmf]7

b



 EMBED Equation.3  [image: image259.wmf]j

b

=1=
[image: image260.wmf]8

15

b

b

b

=

Þ

j

 es la otra raíz.

6) Errores en la posiciones 7 y 8. Así:




u = 0000 0001 1000 000

En conclusión:




v = w+u = 1101 1111 0011 000

Es la palabra enviada
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r(x) = x+1


x+1 = f(x) mod h(x)





(





4 x 8





8





3





(n x r)





G*� EMBED Equation.3  ���= [ 0 ]





G*� EMBED Equation.3  ��� = [ 0 ]
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De esta matriz se observa que In-k = I3 , por tanto K=4, el código es (7,4).
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Se forma un código de ocho palabras que difieren en al menos n/2 posiciones.





Salida de k bits de datos





Salida de n-k bits de paridad





D





D





D





Codificador de bloques





Codif. de


fuente





Modulador





n   k





K


dígitos





n dígitos


n>k


n = k + r


r: dígitos de


paridad





I      	   P





 k  x  r





se forma la matriz observando C4, C5, C6 y se transponen.
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